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Bevezetés

Az analitikus szamelmélet annak a meghokkents ténynek a felismerésével vette kez-
detét, hogy bizonyos komplex fiiggvények tulajdonségaibol kovetkeztetéseket von-
hatunk le a természetes szdmokkal kapcsolatban. Leonhard Euler volt az elsd, aki
felismerte ezt a kapcsolatot, és az altala definialt ( fiiggvény segitségével bebizo-
nyitotta, hogy a primszamok reciprokaibdl &ll6 sor divergens. Késébb 1837-ben
Dirchlet mutatta meg, hogy (a,m) = 1 esetén az a + km alaki szamok kozott
végtelen sok primszam van. Ennél egy erdsebb allitas, ami Euler tétele altalanosi-
tasasnak is tekinthetd, hogy azon primszamok reciprokaibol alkotott sor divergens,
amelyek kongruensek a-val modulo m. Bernhard Riemann egyetlen szamelméleti
témaju dolgozata 1859-ben jelent meg. Ez a md mutatta meg igazén a ( fiiggvény
vizsgalataban rejlé lehetGségeket, és tartalmazta a hires Riemann-sejtést.
Az els6 igazan nagy eredmény a primszamtétel, miszerint
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T
log(2)’
%. Ezt Gauss mar

azaz az x-nél kisebb primszémok szama aszimptotikusan o
1796-ban sejtette, de igazolni nem tudta. Csebisev bizonyitotta, hogy nagy z-re
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Késébb 1896-ban Hadamard és de la Vallée Poussin igazolta a tételt. Ehhez azt
mutattdk meg, hogy a ( fiiggvénynek nincs zérushelye a Re(s) = 1 egyenesen. Ké-
s6bb kidertilt, hogy a két allitas ekvivalens. Napjaink egyik legfontosabb, 150 éve
megoldatlan problémaja Riemann azon sejtésének igazolasa, miszerint a ( fiiggvény
minden nemtrivialis zérushelye a Re(s) = % kritikus egyenesre esik.

Ezen dolgozat célja a Dirichlet-tétel erésebb alakjanak igazolasa. Ehhez beve-
zetjik a Dirichlet-karakter fogalmat, és ezen karakterek alapvets tulajdonsagainak
igazolasa utan megalkotjuk a Dirichlet L fiiggvényeket. ElGallitjuk ezen fiiggvénye-
ket Euler-szorzat alakban, majd megvizsgaljuk egy az eredetileg definialtnal tadgabb
tartomanyon vald értelmezés lehetGségét. Ezutdn megmutatjuk, hogy a trivilis
Dirichlet-karakterhez tartozo L fliggvénynek egyszeres polusa van az s = 1 helyen.
Ezen allitasokat felhasznalva pedig igazoljuk Dirichlet tételét.
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1. Karakterek

1.1. Véges Abel-csoportok karakterei

1.1. Definicié. Tetszéleges G véges Abel-csoport esetén, a x : G — C* homomor-
fizmusokat G karaktereinek nevezziik. A G csoport karaktereinek halmazat G jeloli.
A tovabbiakban G mindig véges Abel-csoportot jelol.

1.2. Lemma. Tetszdleges x € G karakter és g € G esetén x(g) egy |G|-adik egység-
gyok.

Bizonyitas. Jelolje 1 a GG csoport egységelemét, ekkor minden g € G-re igaz, hogy
¢/¢l = 1. Tovabba tudjuk, hogy x homomorfizmus, igy x(1) = 1. Ezeket felhasznalva
adodik, hogy barmely x € G és barmely g € G esetén

(x(g)'“" = x (¢%) = x(1) = 1.

1.3. Tétel. A G halmaz csoport a pontonkénti szorzdssal, és G = G.

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy G egységeleme a konstans 1 karakter. Jelolje ezt a
karaktert xo. A x karakter inverze Y, hiszen egységnyi abszolut értékd komplex
szam reciproka megegyezik a konjugaltjaval. Ezek utan G csoport voltat egyszeri
szamolassal ellenérizhetjiik.

Az izomorfizmus bizonyitasahoz elsg 1épésben tegyiik fel, hogy G ciklikus, azaz
G = [g] valamely g € G-re. Vegyiik észre, hogy a x € G karaktert egyértelmten
meghatarozza g képe, ami |G|-adik egységgyok. Tovabba ha e egy tetszdleges |G-
adik egységgyok, akkor a y.(g*) = &* képlettel definialt y. leképezés karakter, igy
|G| = \@\ Ha € egy primitiv |G|-adik egységgyok, akkor

k

Vx € G 3k € Z ugy, hogy x(g9) = " = x*(9),

tehat G = [Xe], igy a karakterek csoportja ciklikus. Ezekbdl pedig G = G kovetkezik.

Ha G nem ciklikus, akkor a véges Abel-csoportok alaptételének értelmében G
el6éll ciklikus csoportok direkt szorzataként, igy a bizonyitas befejezéséhez elegendd
azt megmutatni, hogy tetszéleges H, és Hy csoportok esetén H;<\H2 = fl\l X [/{\2
Ehhez tekintsiik a kovetkez6 homomorfizmusokat:

¢ Hy x Hy — Hy x Hs, (x1,x2) = X, ahol x(a,b) = x1(a) - xa(b),
W1 Hy x Hy — Hy x Hy, X+ (x1, x2), ahol x1(a) = x(a,1) és xa(b) = x(1,b).
Az alabbi szamolas mutatja, hogy ¢ és 1 egymas inverzei:

(XWP)(CM b) - X(av 1) ’ X<17 b) = X(CL, b),
(X1, x2)9¥)(a,b) = (x1(a) - x2(1), x1(1) - x2(b)) = (x1(a), x2(b)).

1.4. Allitas. Minden y € CA}’, X # Xo esetén

> x(g) =0.

geG



Bizonyitas. Mivel GG csoport, igy minden a € G esetén teljesiil, hogy

{a-glgeGt={g|gecG}.

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

> x(9) =D xlag) = x(a)x(9) = x(a) > x(9)

geG geG geG geG

Mivel x # X0, ezért van olyan a € G, hogy x(a) # 1, igy

> x(g) =

geG

1.5. Allitas. Tetszdleges g € G esetén

3™ xg) = {'OG" hag =1,

pd kilonben.
xX€G

Bizonyitas. Az el6z6 allitas bizonyitasashoz hasonloan tetszéleges £ € G esetén
> x@) =D (000 =D _&a)xlg) =£9) D xl9)
x€G xel xeG xe@

Ha &(g) # 1, akkor ebbdl kovetkezik, hogy

> x(g) =0.

XEG

Azt kell tehat megmutatnunk, hogy ha g # 1, akkor létezik olyan £ € @, amelyre
¢(g) # 1. Ennek igazolasahoz tekintsiik a kovetkezd H halmazt:

H={geG|VxelG: x(9)=1}.

Konnyen megmutathato, hogy H norméloszté G-ben. Vegyiik észre, hogy a H sze-
rinti mellekosztalyozas osztalyam minden G-beli karakter konstans, 1gy G beagyaz-

hato G/H ba, amibsl |G| < |G/H| kovetkezik. Figyelembe véve, hogy G/H G/H,
adodik a kovetkezs Osszefliggés:

G =G| < |G/H| = |G/H| = |G|/|H|.

amibdl |H| =1, és igy H = {1} kovetkezik. |

1.2. Dirichlet-karakterek

A Dirichlet-karakterek neviiket az ket megalkot6 Johann Peter Gustav Lejeune
Dirchlet-rél kaptak, aki 1837-es dolgozatdban hasznalta Gket, hogy bizonyitsa tételét
a primszamok el6fordulasarol szamtani sorozatokban. Mi is e célbdl foglalkozunk
veliik.



1.6. Definicié. Legyen y egy karaktere a modulo m redukalt maradékosztalyok Z,
csoportjanak. Ertelmezziik y-t a természetes szamok halmazan a koévetkez6képpen:

(@) x(@), ha a@eZ,
a =
X 0 kiilénben.

Vegyiik észre, hogy y multiplikativ és m szerint periodikus. Az igy elGallo y : N — C
leképezéseket nezezziik (az m modulushoz tartozo) Dirichlet-karaktereknek.

1.7. Megjegyzés. A tovabbiakban m > 2 egy rogzitett modulust, x pedig egy
tetsz6leges modulo m Dirichlet-karaktert jelol, valamint a-val jel6ljiik mind az a
természetes szamot, mind az a-t tartalmazé modulo m maradékosztalyt.

1.8. Allitas. Ha x # xo, akkor barmely x pozitiv valds szdimra

> x(n)

n<x

<m.

Bizonyitas. Irjuk fel [x]-et mq + r alakban, ahol 0 < r < m. Ekkor

mq maq+r
S| =[S xm+ 3 ). (1)
n<lx n=1 n=mgq+1
Az im+ 1,9m+ 2,... im + m szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m

barmely i € {0,1,...,q¢—1} esetén. Igy az 1.4. Allitas alapjan az ezeken vett dsszeg
0. Ezt felhasznalva (1) a kovetkezs alakban irhato fel:

mq-+r mq-+r
dooxm< Y kM)l <r<m
n=mgq+1 n=mgq+1

1.9. Allitas. Ha x # xo, akkor tetszdleges a,b € 7%, esetén

me(b):{gp(m), haa=b mod m,

0 kilonben.

Bizonyitas. Az 1.5. Allitast és a x(a) = x(a™') Osszefiiggést felhasznélva

ZWX(Z?) = Zx(a’l)x(b) = ZX(Gilb) _ {(p(m)’ ha a=1b =1,

. 0 kiilonben.

Vegyiik észre, hogy a='b = 1 pontosan akkor, ha a = b (mod m), igy kész a bizo-
nyitas. [ |



2. A Riemann-féle ( és a Dirichlet-féle L fliggvények

2.1. Definicié. A Riemann-féle { fliggvényt és a Dirichlet-féle L fliggvényeket
Re(s) > 1 esetén a kovetkezs formuldkkal definialjuk:

o)=Y s =3

2.2. Tetel. A fenti fuggvények Re(s) > 1 esetén holomorfak, és elddllnak szorzat
alakban a kovetkezdképpen:

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy a fliggvényeket elGallito sorok abszolit konvergensek,
hiszen

;anz’ S;m<00,

ha Re(s) > 1. A Weierstrass-féle M-tesztet alkalmazva adodik az egyenletes kon-
vergencia, Weierstrass konvergenciatétele pedig garantalja a fiiggvények analitikus
voltat [G].

Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban jel6ljon p mindig primszamot. Felhasz-
nalva y multiplikativitasat a szorzatalak a kovetkezd forméba irhato at:

-1 o0
X)) _ 1 _ x(r")
M) () -Tm(2)). o
p p ps p n=0
A (2) egyenldségben csak egy adott k-nél kisebb primekre véve a szorzatot

H( ¥)= Tl )

p<k \n= n

ahol olyan n-ekre 0sszegziink, melyeknek nincs k-nal nagyobb primtényezd§jiik. Ha
k — oo, és alkalmazzuk a szamelmélet alaptételét, akkor a (3) egyenldség a kovet-
kez6képpen alalkul:

I (Z %) =M,

p n=1

Az allités a ( fiiggvény esetén a fentivel analég modon igazolhato. [

2.1. Analitikus kiterjesztés

Ezen fejezet célja megmutatni, hogy a Riemann-féle ( fiiggvény és a Dirichlet-féle L
fiiggvények a Re(s) > 1 tartomanynal tagabb tartoményon is értelmezheték. Kiter-
jeszthetGek az egész komplex sikon meromorf fliggvényekké |G|, azonban a Dirichlet-
tétel bizonyitasashoz nekiink elegends a Re(s) > 0 tartoményra vald kiterjesztés,
igy ennyivel megelégsziink. Ehhez pedig a kdvetkezs tételt és annak kovetkezményét
fogjuk felhasznalni.



2.3. Tétel (Parcialis 6sszegzés). Legyen {a,}°, komplex szimok egy sorozata,
f(t) pedig egy folytonosan differencidlhato figgvény az [1, x| intervallumon, és legyen

~Y o

Ekkor )
Zanf x) f(x) — /1 A f'(t)dt.

Bizonyitas. Els6 lépésben tegyiik fel, hogy = természetes szam. Ekkor

Y anf(n) =) (A(n) = Aln 1)) f(n)

nlx n<lx
=> An)f(n)— Y A(n)f(n+1)
n<lz n<zr—1
-3 A / i
nlzr—1
VA
n<lzr—1

— A@)f(x) - / Al /(1) dt,

1

mivel A(t) lépesds fliggvény. Ezzel belattuk az allitast arra az esetre, ha x egész
szam. Ha z nem egész, figyeljik meg, hogy

amivel kész a bizonyités. [ |

2.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy A(x) = O(x%). Ekkor s > § esetén

an /°° A(t)
— =S .
- ns 1 t5+1

ekkor f'(t) = — 5. A 2.3. Tételt alkalmazva

o0

n=

Bizonyitas. Legyen f(t) = ts,

> anf(n) = Alx)f(z) — /1 xA(t) F(t)dt, azaz

a, Ax) T A(t)
Z E = ? + 8/1 tb‘Tdt'

A(x) — 0, mivel s > § és A(z) = O(2°). Tehat

In _ s/ AQ) dt.
- ns 1 ts—l—l

Ha x — oo, akkor

[e.9]

n=



2.5. Allitas. Az (s — 1)((s) fiigguény analitikusan kiterjesztheté a Re(s) > 0 tarto-
manyra.

Bizonyitas. A 2.3. Tételt alkalmazva Re(s) > 1 esetén adodik, hogy

S [ a2 ()

n<x

Irjuk fel az = fiiggvényt integral alakban a kovetkezéképpen:

1

xs xs—l

:1+(1—s)/1xtlsdt. (5)

Helyettesitsiik be ezt a (4) egyenlGségbe:

S Loy [ La S [ A L A

E - ts-l—l €xrs 1 1 ts—f—l

n<x

Szorozzunk be (s — 1)-gyel és alkalmazzunk hataratmenetet. A jobb oldalon {;}
nullahoz tart, a bal oldalon pedig megkapjuk az (s — 1)((s) fiiggvényt:

o 1 o0
(5= 1)C(s) = s — 14 (5 — 1)/ ot~ s(s 1) t{i}l dt. (6)
1 1
Az (5) egyenldség alapjan [ & dt = -, ezt (6)-ba frva
<t
(s=1)((s) =s—s(s—1) 1 t{s_+}1 dt. (7)

A (7) egyenlség jobb oldala egy olyan fiiggvény, ami a Re(s) > 1 tartoményon
megegyezik az (s — 1)((s) fiiggvénnyel, és analitikus Re(s) > 0 esetén. [

2.6. Kovetkezmény. A Riemann-féle C fiigguény kiterjeszthetd a Re(s) > 0 félsikra
eqy olyan meromorf fliigguénnyé, melynek s = 1-ben egyszeres pélusa van, és ez az
egyetlen szingularitdsa.

2.7. Allitas. Ha x # X0, akkor az L(s,x) fiiggvény analitikusan kiterjeszthetd a
Re(s) > 0 tartomdnyra.

Bizonyitas. Az 1.8. Allitas értelmében

Alz) =Y x(n) = 0(1),

n<x

igy a 2.4. Kovetkezményt alkalmazva kapjuk, hogy s > 0 esetén

L(s,x):s/looisi).




2.2. A Dirichlet-féle L fiiggvény viselkedése az s = 1 helyen

Ebben az alfejezetben igazoljuk, hogy minden yo-t6l kiillonb6z6 Dirichlet karakterre
L(1,x) # 0. Ezen az analitikus jellegi tényen mulik a Dirichlet-tétel bizonyitésa.

2.8. Allitas. Ha Re(s) > 1 és (a,m) = 1, akkor

Zx )log L(s,x) = ¢(m) Y n;m-

pr=a

Bizonyitas. A 2.2. Tételt, és a log(1 — x) fiiggvény Taylor-sorfejtését felhasznélva
kapjuk, hogy

§x< log L(s, x) = ZX log<H<1_&f)>_l>

p

- ZWZ—IOg (1 _ X;f))
=2.x(@ Sy ) npns

p n=1

=zzzx<a>>;§§”;>

p n=l x

DI D O]

n=1

Az 1.9. Allitas alapjan

ZWX@n) = {g(m)u h? p" =

kiilénben,

és ezzel kész a bizonyitas. [ |

2.9. Definicié. Legyenck {a,}22, és s komplex szamok, ekkor a

)
an
n®

n=1

sort Dirichlet-sornak nevezziik.

2.10. Megjegyzés. Minden Dirichlet-sorhoz létezik oq € R U {+oc} gy, hogy a
sor abszolut konvergens Re(s) > o( esetén és divergens Re(s) < o esetén. Ezt a
oo értéket nevezziik a Dirichlet-sor konvergencia-abszcisszajanak [G|. Mi csak az
a, > 0 esetre igazoljuk a konvergencia-abszcissza létezését.

2.11. Lemma. Legyen {a,} nemnegativ szamok eqy sorozata. Ekkor létezik olyan
0o € RU {0}, hogy az
Qn

ns
n=1



sor konvergdl s > oy esetén és divergdl s < oy esetén. Sit, ha Re(s) > og, akkor
a sor egyenletesen konvergdl a Re(s) > oo + & tartomdnyon minden pozitiv 6-ra,

tovabbd .
> logn)
W) gy — (k- dnllogn)”

) = (13

Bizonyitas. Ha a sor egyetlen valés szamra sem konvergens, akkor legyen og = oo.
Egyébként tegyiik fel, hogy a sor konvergens valamely sq valés szamra. A majorans
kritérium értelmében a sor konvergens s > s; esetén, hiszen a tagok nemnega-
tivak. Legyen oy azon valés szamok infimuma, melyekre a sor konvergens. Az
egyenletes konvergencia nyilvanvalo, emiatt tagonkénti derivalassal kiszamithatjuk
f®)(s) értékét Re(s) > oq esetén. [

Az el6z6 lemma mutatja a konvergencia-abszcissza létezését. Tegyiik fel, hogy
oo valoés, azaz nem végtelen, ekkor egy érdekes kérdés lehet a Dirichlet-sor visel-
kedése az s = oy pontban. A késGbbiekben megmutatjuk, hogy a sor divergal a
konvergencia-abszcisszajaban, ehhez azonban sziikségiink van a kovetkezé tételre,
melyet bizonyitas nélkiil kozliink [R].

2.12. Tétel. Legyen f a
Z an (2 — 29)"
n=0

hatvanysor dltal meghatdrozott figgvény. FEkkor f-nek van szingularitisa a fenti
hatvdnysor konvergenciatartomanydnak hatdrdn.

2.13. Tétel. Legyen {a,} nemnegativ szaimok egy sorozata, €és leqgyen oy az

Qn
nS
n=1
Dirichlet-sor konvergencia-abszcisszdja. Ekkor f egy holomorf fiigguény a Re(s) > oy
tartomdnyon, melynek s = oy eqy szingularitdsa.

Bizonyitas. A 2.11. Lemma alapjan vilagos, hogy f(s) egy olyan fliggvénysor ha-
tarértéke, amely tetszéleges § > 0 esetén egyenletesen konvergens a Re(s) > o9 + 6
félsikon, és igy a Weierstrass konvergenciatétel értelmében f(s) holomorf ezen a
tartomanyon.

Tekintslink egy tetszéleges o1 > o0 valos szamot, ekkor a 2.11. Lemma alapjan

f®(o1) = (—1)* i %

és igy atirhatjuk a oy koriili hatvanysort a kovetkezé alakba:

i f(k)(al) i i 01 —s)k = a, logn
Do o)t =) >
k=0 k! k=0 n=1

Ha s < oy, akkor ez egy nemnegativ tagi sor, és igy megcserélhetjiik az 6sszeadasok
sorrendjét és alkalmazva az exponencialis fliggvény sorfejtésést kapjuk, hogy

oo k oo oo

PR it o)yt Z o log )t _ g i
not k! N ns’

k=0 n=1 n=1 n=1

8



Tehat s < o esetén a Dirichlet-sor és a Taylor-sor ekvikonvergens.

Mivel s < o esetén a Dirichlet-sor divergal, igy divergal a Taylor-sor is, ezért
a o1 koriili Taylor-sor konvergenciasugara nem lehet mas, mint o, és o tavolsdga
(lasd az 1. abrat). A 2.12. Tétel alapjan f-nek van szingularitdsa az abréan lathato
koérvonalon, ami csak a og pont lehet, hiszen az f-et definialé Dirichlet-sor konvergens
a korvonal minden o(-t6l kiillénb6z6 pontjaban.

A

(O]

1. abra. A Dirichlet-sor és a Taylor-sor konvergenciatartomanya

2.14. Allitas. Ha Re(s) > 1, akkor

7s) =] Els ) =32 =

ahol ¢, > 0, de ez a sor divergdl s = @ esetén.

Bizonyitas. Felhasznélva a 2.8. Allitast kapjuk, hogy

f(s) =exp (logHL(s,X)> = exp (Z log L(S,X)> = exp < fg:;?) .

X

Innen pedig Taylor-sorfejtéssel kapjuk a pozitiv tagi alakot.

A divergencia bizonyitasahoz elegendé az f fiiggvény logaritmusaval foglalkoz-
nunk. Tekintsiik a kovetkezd becslést, melyet tigy kapunk, hogy 0sszegzéskor csak
az n = p(m)-hez tartozo tagokat vessziik figyelembe:

log f(s) = Z ﬂﬁ) > Z pw(lm)s.

n
pn=1 p prim)=1




Az egyenlGtlenség jobb oldalaban s helyére @—et irva és figyelembe véve, hogy
p?™ = 1 akkor és csak akkor, ha (p, m) = 1, kapjuk, hogy

SYCEDSETO DED AT

plm

hiszen > L1 egy véges Osszeg. [

plm p

2.15. Tétel. Minden x # xo Dirichlet-karakterre L(1,x) # 0.

Bizonyitas. A 2.1. alfejezetben lattuk, hogy x # xo esetén L(s, x) analitikus a
Re(s) > 0 tartoméanyon, tovabba azt is lattuk, hogy ¢ meromorf a Re(s) > 0 félsikon
és az s = 1 egyszeres poOlus az egyetlen szingularitasa. Vegyiik észre, hogy

s =c- T (1- ) )

pS
plm

A fenti Osszefiiggés miatt L(s, xo) is meromorf a Re(s) > 0 félsikon és az s = 1
egyszeres polus az egyetlen szingularitésa.

Ha létezik x # xo, hogy L(1,x) = 0, akkor az f(s) = Hx L(s,x) fuggvény
analitikus a Re(s) > 0 tartomanyon, mert az L(s, x) fiiggvény zérushelye semlegesiti
az L(s, xo) fliggvény polusat.

A 2.14. Allitas szerint viszont az f fiiggvényt elgallito Dirichlet-sor divergal s =
@ esetén, amibdl az kovetkezik, hogy a konvergencia-abszcissza, o¢ > @ > 0,
és igy a 2.13. Tétel alapjan az f fliggvénynek szingularitdsa van az s = oy pontban,
ami ellentmond annak, hogy f analitikus a Re(s) > 0 félsikon. Tehat minden x # xo

Dirichlet-karakterre L(1,x) # 0. [ |

2.3. A Dirichlet-tétel

Dirichlet tétele tekintheté Euklidész azon tétele altalanositasanak is, miszerint vég-
telen sok primszam van. Ugyanis ez a tétel azt allitja, hogy tetszSleges a és m
természetes szamokra (a,m) = 1 esetén végtelen sok a + km alakt primszam léte-
zik, vagy masképpen megfogalmazva, hogy az

a,a+m,a+2m,a+ 3m,...

szamtani sorozatnak végtelen sok prim eleme van. Ennél egy erdsebb allitast fogunk
igazolni neveztetesen azt, hogy az a + km alakt primek reciprokaiboél alkotott sor
divergens, ami Euler a primszamok reciprokaibol alkotott sor divergencidjarol szolo
tételének altalanositasa.

2.16. Tétel (Dirichlet-tétel). Ha az a természetes szamra (a,m) = 1, akkor
1
>l

p

p=a
Bizonyitas. A 2.8. Allitas alapjan tudjuk, hogy
ZX )log L(1,x) —n.
p =a
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Ezt atalakitva kifejezhets a vizsgalni kivant sor:
1 x(a)
YSERELIE SHTIRVED S D8
p o plm) 4 b e
Els6 lépésben megmutatjuk, hogy
n>2 p”=a

Ehhez tekintsiik a kovetkezd becslést:

Y <YYo <25 5>

n>2 p“=a P n>2 n>2
_121oo 1 12211
9202250 o 37 _ 1
2 b Zalwr 2 > pe1
1 1 1§:1
D) 2 _ 9 2 _
2 —~p P 2n:2n n
1 — 1 1 — 1 1
=z = = -— <
Z;n(n—l) 2;<n—1 n> >

Célunk igazolni, hogy a Zx log L(1, x) sor divergens. A 2.15. Tétel alapjan
L(1,x) # 0 ha x # xo, igy elegendd az L(s,xo) fliggvényt az s = 1 pontban
vizsgalnunk. Hasznéljuk fel a (8) dsszefiiggést log L(s, xo) becslésére:

log L(s, xo0) = log | ¢(s) H (1 - %) = Zlog(l - ]%) +log ((s).

plm plm

Ha s — 1, akkor a fenti Osszeg els6 tagja véges hatéarértékhez tart, log((s) pedig
divergal. Igy a Zx log L(1, x) sor divergens, és ezzel belattuk Dirichlet tételét. W
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